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Re´sume´
On de´finit la 1-forme de Jacobi et la 2-forme de Jacobi d’une alge`bre de Jacobi. On contruit le complexe diffe´rentiel de Jacobi
et on de´crit la cohomologie de Jacobi d’une alge`bre de Jacobi. On montre que la donne´e d’une alge`bre de Jacobi de´termine une
alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi et que re´ciproquement la donne´e d’une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique induit une
structure d’alge`bre de Jacobi sur l’alge`bre de base.
c© 2006 Elsevier B.V. All rights reserved.
Summary
We define the Jacobi 1-form and the Jacobi 2-form of a Jacobi algebra. We construct the Jacobi differential complex and describe
Jacobi cohomology. We show that a Jacobi algebra determines a Lie–Rinehart–Jacobi algebra and that, conversely, a symplectic
Lie–Rinehart–Jacobi algebra determines a Jacobi algebra structure on the base algebra.
c© 2006 Elsevier B.V. All rights reserved.
MSC: 11F50
1. Introduction
Lorsque V est une varie´te´ lisse, C∞(V ) l’alge`bre des fonctions nume´riques de classe C∞ sur V , Λ1(V ) le C∞(V )-
module des formes diffe´rentielles de degre´ un sur V et X(V ) le C∞(V )-module des champs de vecteurs sur V , alors
une structure de varie´te´ de Jacobi sur V est la donne´e d’une 2-forme alterne´e Λ sur Λ1(V ) et d’un champ de vecteurs
X sur V tels que, pour tous f et g dans C∞(V ), le crochet
{ f, g} = Λ(d f, dg)+ f · X (g)− g · X ( f )
de´finisse une structure d’alge`bre de Lie re´elle sur C∞(V ) ou` d est l’ope´rateur de diffe´rentiation exte´rieure [7,8].
Lorsque η est une 2-forme alterne´e sur C∞(V )⊕ Λ1(V ) telle que, pour tous f et g dans C∞(V ), le crochet
{ f, g} = η( f + d f, g + dg)
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de´finisse une structure d’alge`bre de Lie re´elle sur C∞(V ), dans ce cas la restriction de η a` Λ1(V )×Λ1(V ) de´finit une
structure de varie´te´ de Jacobi sur V en prenant comme champ de vecteurs X = ad(1C∞(V )). Dans le cas alge´brique,
il est tout naturel de chercher a` remplacer Λ1(V ) par le module des diffe´rentielles de Ka¨hler pour de´finir la notion
d’alge`bre de Jacobi. Si A est une alge`bre commutative unitaire sur un corps commutatif K de caracte´ristique nulle,
ΩK (A) de´signe le A-module des K -diffe´rentielles de A et dA/K : A −→ ΩK (A) la de´rivation canonique [2]. La
donne´e d’une 2-forme alterne´e ω sur A ⊕ ΩK (A) telle que, pour tous a et b dans A, le crochet
{a, b} = −ω(DA/K (a), DA/K (b))
de´finisse une structure de K -alge`bre de Lie sur A ou` DA/K = idA ⊕ dA/K e´quivaut a` la donne´e d’une structure de
K -alge`bre de Lie sur A telle que, pour tout a ∈ A, la de´rivation inte´rieure associe´e a` a soit un ope´rateur diffe´rentiel
d’ordre ≤ 1.
Ainsi on dit que A est une alge`bre de Jacobi si A est munie d’une structure de K -alge`bre de Lie telle que, pour
tout a ∈ A, la de´rivation inte´rieure associe´e a` a soit un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre ≤ 1 de A. L’alge`bre de Jacobi
A est une alge`bre de Poisson si l’e´le´ment-unite´ 1A de A appartient au centre de l’alge`bre de Lie A. Lorsque A est
une alge`bre de Jacobi, la proprie´te´ universelle pour les ope´rateurs diffe´rentiels d’ordre ≤ 1 nous permet de construire
une 2-forme alterne´e ω sur le A-module A ⊕ ΩK (A) appele´e 2-forme de Jacobi de l’alge`bre de Jacobi A et deux
morphismes de A-modules
ε˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ DerK (A) et a˜d : A ⊕ ΩK (A) −→ DiffK (A);
ici DerK (A) est le A-module des K -de´rivations de A et DiffK (A) le A-module des ope´rateurs diffe´rentiels d’ordre
≤ 1 de A. Pour tout x ∈ A ⊕ ΩK (A) et pour tout a ∈ A, on a :
[˜ε(x)] (a) = [a˜d(x)] (a)− a · [a˜d(x)] (1A).
La 1-forme i1Aω sur A ⊕ ΩK (A) est la 1-forme de Jacobi de l’alge`bre de Jacobi A. Lorsque A est une alge`bre de
Jacobi, on montre que le A-module A ⊕ ΩK (A) est une K -alge`bre de Lie et que [x, ay] = [˜ε(x)] (a) · y + a · [x, y]
pour tous x et y dans A ⊕ ΩK (A) et pour tout a ∈ A. Comme les deux morphismes de A-modules ε˜ et a˜d sont des
morphismes de K -alge`bres de Lie, on note d˜ε et da˜d les diffe´rentielles associe´es respectivement aux repre´sentations ε˜
et a˜d de A ⊕ ΩK (A) dans A. On montre que la 1-forme de Jacobi i1Aω est d˜ε-ferme´e et que d˜εω = −
[
i1Aω
]
Λω : ce
qui signifie que les alge`bres de Jacobi sont une ge´ne´ralisation des varie´te´s localement conforme´ment symplectiques.
Pour la repre´sentation a˜d, on montre que la 1-forme de Jacobi i1Aω est da˜d-exacte et que da˜dω = 0. La repre´sentation ε˜
est a` valeurs dans DerK (A) : elle joue le roˆle de l’application “ancre” en ge´ome´trie diffe´rentielle [5]. La repre´sentation
a˜d e´tant a` valeurs dans DiffK (A), le fait que la 1-forme de Jacobi i1Aω est da˜d-exacte et que da˜dω = 0 nous conduit a`
ge´ne´raliser ce fait en introduisant la notion d’alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi.
Ainsi, e´tant donne´e une K -alge`bre de Lie G munie d’une structure de A-module, une structure d’alge`bre de
Lie–Rinehart–Jacobi (G, ρ, η) sur G est la donne´e d’un morphisme de A-modules et de K -alge`bres de Lie
ρ:G −→ DiffK (A)
ve´rifiant
[x, ay] = (ρ(x)(a)− a · ρ(x)(1A)) · y + a · [x, y] ,
pour tous x et y dans G et pour tout a ∈ A, et d’une 2-forme alterne´e η sur G telle que dρη = 0 ou` dρ est la
diffe´rentielle associe´e a` la repre´sentation ρ. Lorsque ρ est a` valeurs dans DerK (A): [6,9], on dira que (G, ρ, η) est une
alge`bre de Lie–Rinehart–Poisson. Si A est une alge`bre de Jacobi; d’autre part, (A⊕ΩK (A), a˜d, ω) est une alge`bre de
Lie–Rinehart–Jacobi tandis que (ΩK (A), ε˜, ω) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Poisson lorsque l’alge`bre de Jacobi
A est une alge`bre de Poisson.
Une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi (G, ρ, η) sera dite alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique si la 2-forme
η est non de´ge´ne´re´e. En ge´ome´trie diffe´rentielle le module des champs de vecteurs sur une varie´te´ symplectique
est une alge`bre de Lie–Rinehart–Poisson symplectique tandis que le module des champs de vecteurs sur une varie´te´
localement conforme´ment symplectique est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique.
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Lorsque (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique, on montre que A est une alge`bre de Jacobi;
de meˆme, lorsque (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Poisson symplectique, on montre que A est une alge`bre
de Poisson.
Dans tout ce qui suit A de´signe une alge`bre commutative unitaire sur un corps commutatif K de caracte´ristique
nulle, 1A son e´le´ment-unite´ et DerK (A) le A-module des K -de´rivations de A. On note ΩK (A) le A-module des
K -diffe´rentielles de A et dA/K : A −→ ΩK (A) la de´rivation canonique [2].
Je remercie J. Huebschmann pour ses pre´cieuses remarques.
2. Le A-module A
⊕
ΩK (A)
(2.1) Pour x appartenant a` un A-module M , on e´crit
Lx : A −→ M, a 7−→ ax .
On rappelle qu’une application K -line´aire ϕ : A −→ M est un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre ≤ 1 si, pour tous a et b
dans A,
ϕ(ab) = ϕ(a) · b + a · ϕ(b)− ab · ϕ(1A).
Ainsi une application K -line´aire ϕ : A −→ M est un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre≤ 1 si et seulement si l’application
ϕ − Lϕ(1A) : A −→ M
est une de´rivation.
On note DiffK (A,M) le A-module des ope´rateurs diffe´rentiels d’ordre≤ 1 de A dans M . Lorsque M = A, on note
DiffK (A) au lieu de DiffK (A, A) le A-module des ope´rateurs diffe´rentiels d’ordre ≤ 1 de A dans A. Le A-module
DiffK (A) est une K -alge`bre de Lie et DerK (A) est a` la fois un A-sous-module et une K -sous-alge`bre de Lie de
DiffK (A).
Dans toute la suite ope´rateur diffe´rentiel signifiera ope´rateur diffe´rentiel d’ordre ≤ 1.
Proposition 1. L’application
DA/K = idA ⊕ dA/K : A −→ A ⊕ ΩK (A), a 7−→ a + dA/K (a)
est un ope´rateur diffe´rentiel. L’image de DA/K engendre le A-module A ⊕ ΩK (A).
De´monstration. On ve´rifie que DA/K est un ope´rateur diffe´rentiel. L’image de DA/K engendre le A-module
A ⊕ ΩK (A) puisque pour a, b et c dans A, on a
a + bdA/K (c) = (a − bc)DA/K (1A)+ bDA/K (c).
D’ou` l’assertion. 
Pour une de´rivation X de A, on note
iX : A ⊕ ΩK (A) −→ A
l’application qui fait correspondre a` x =∑i∈I :fini aiDA/K (bi ) la valeur
iX (x) =
∑
i∈I :fini
ai X (bi )
et, de meˆme, on note
θX : A ⊕ ΩK (A) −→ A ⊕ ΩK (A)
l’application qui fait correspondre a` x =∑i∈I :fini aiDA/K (bi ) la valeur
θX (x) =
∑
i∈I :fini
[
X (ai )DA/K (bi )+ aiDA/K (X (bi ))
]
.
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L’application iX est une forme line´aire sur le A-module A ⊕ ΩK (A) et l’application θX est K -line´aire. Ces deux
applications jouent respectivement le roˆle de “produit inte´rieur” par X et de “de´rive´e de Lie” par rapport a` X .
Proposition 2. Pour toute de´rivation X de A, pour tout x ∈ A ⊕ ΩK (A) et pour tout a ∈ A, on a
iaX = a · iX ,
θX (ax) = X (a) · x + a · θX x,
θaX x = a · θX x + (iX x) · dA/K (a).
De´monstration. On ve´rifie sans difficulte´ les deux premie`res assertions. Pour la dernie`re, en posant x =∑
i∈I :fini aiDA/K (bi ), on a:
θaX x =
∑
i∈I :fini
[
(aX)(ai )DA/K (bi )+ aiDA/K ((aX)(bi ))
]
=
∑
i∈I :fini
[
(aX)(ai )DA/K (bi )+ aiDA/K (a · X (bi ))
]
=
∑
i∈I :fini
[
a · X (ai )DA/K (bi )+ ai · X (bi )DA/K (a)+ a · aiDA/K (X (bi ))
]
−
∑
i∈I :fini
a · ai X (bi ).
Ce qui donne
θaX x =
∑
i∈I :fini
[
a · X (ai )DA/K (bi )+ a · aiDA/K (X (bi ))
]+ ∑
i∈I :fini
[
ai .X (bi )DA/K (a)− a · ai X (bi )
]
= a
( ∑
i∈I :fini
[
X (ai )DA/K (bi )+ aiDA/K (X (bi ))
])+ ( ∑
i∈I :fini
[ai · X (bi )]
)
(DA/K (a)− a)
= a · θX x + (iX x) · dA/K (a).
D’ou` l’assertion. 
Proposition 3. Le couple (A ⊕ ΩK (A), DA/K ) posse`de la proprie´te´ universelle suivante: pour tout A-module M et
pour tout ope´rateur diffe´rentiel ϕ de A dans M, il existe une application A-line´aire et une seule
ϕ˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ M
telle que ϕ˜ ◦ DA/K = ϕ. L’application
HomA(A ⊕ ΩK (A),M) −→ DiffK (A,M), ψ 7−→ ψ ◦ DA/K
est un isomorphisme de A-modules.
De´monstration. Lorsque ϕ : A −→ M est un ope´rateur diffe´rentiel, alors ϕ − Lϕ(1A) : A −→ M est une de´rivation.
Ainsi il existe une application A-line´aire et une seule Y : ΩK (A) −→ M telle que Y ◦ dA/K = ϕ − Lϕ(1A) : ce qui
donne ϕ = Lϕ(1A) + Y ◦ dA/K . L’application
ϕ˜ = Lϕ(1A) ⊕ Y : A ⊕ ΩK (A) −→ M, a + x 7−→ aϕ(1A)+ Y (x)
re´pond a` la question et elle est unique puisque l’image de DA/K engendre le A-module A ⊕ ΩK (A). On ve´rifie que
si (F, α) est un autre couple posse´dant la meˆme proprie´te´ que le couple (A ⊕ ΩK (A), DA/K ) alors F et A ⊕ ΩK (A)
sont isomorphes. 
On notera que lorsque ϕ est un ope´rateur diffe´rentiel nul sur 1A, c’est-a`-dire lorsque ϕ est une de´rivation, alors
l’application A-line´aire ϕ˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ M s’annule sur 1A: ce qui signifie que la restriction de ϕ˜ a` A est nulle.
Ainsi ϕ˜ est tout juste une application A-line´aire de ΩK (A) dans M .
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On ve´rifie que l’application identique de A, idA, est un ope´rateur diffe´rentiel. On de´duit l’existence et l’unicite´
d’une application A-line´aire
i˜dA : A ⊕ ΩK (A) −→ A
telle que i˜dA ◦ DA/K = idA. Ainsi pour tout a ∈ A, on a
i˜dA
[
DA/K (a)
] = a.
On de´duit que pour x =∑i∈I :fini aiDA/K (bi ), on a
i˜dA(x) =
∑
i∈I :fini
aibi .
(2.2) Pour tout entier p ≥ 1, on dira qu’une application K -multiline´aire alterne´e
ϕ : Ap = A × A × · · · × A −→ M
est un ope´rateur p-diffe´rentiel alterne´ de A dans un A-module M si pour tous a1, a2, . . . , ap dans A, l’application
A −→ M, ai 7−→ ϕ(a1, a2, . . . , ai−1, ai , ai+1, . . . , ap)
est un ope´rateur diffe´rentiel pour tout i = 1, 2, . . . , p.
L’ensemble Diffpalt(A,M) des ope´rateurs p-diffe´rentiels alterne´s de A dans M est un A-module. E´crivons
D(p)A/K = DA/K × DA/K × · · · × DA/K : Ap −→ [A ⊕ ΩK (A)]p ,
(a1, a2, . . . , ap) 7−→ DA/K (a1)× DA/K (a2)× · · · × DA/K (ap)
et soit Lpalt(A ⊕ ΩK (A),M) le A-module des applications A-multiline´aires alterne´es de degre´ p.
Proposition 4. Pour tout A-module M et pour tout ope´rateur p-diffe´rentiel alterne´ ϕ de A dans M il existe une
application A-multiline´aire alterne´e de degre´ p et une seule
ϕ˜ : [A ⊕ ΩK (A)]p −→ M
telle que ϕ˜ ◦ D(p)A/K = ϕ. L’application
L
p
alt(A ⊕ ΩK (A),M) −→ Diffpalt(A,M), f 7−→ f ◦ D(p)A/K
est un isomorphisme de A-modules.
De´monstration. Comme ϕ : Ap −→ M est un ope´rateur p-diffe´rentiel alterne´ de A dans M et comme
ϕi : A −→ M, ai 7−→ ϕi (ai ) = ϕ(a1, a2, . . . , ai−1, ai , ai+1, . . . , ap)
est un ope´rateur diffe´rentiel pour tout i = 1, 2, . . . , p, il existe une application A-line´aire et une seule
ϕ˜i : A ⊕ ΩK (A) −→ M
telle que
ϕ˜i
[
DA/K (ai )
] = ϕ(a1, a2, . . . , ai−1, ai , ai+1, . . . , ap).
On de´duit l’existence et l’unicite´ de l’application A-multiline´aire
ϕ˜ : [A ⊕ ΩK (A)]p −→ M
telle que ϕ˜ ◦ D(p)A/K = ϕ. On ve´rifie que ϕ˜ est alterne´e. Comme l’application
L
p
alt(A ⊕ ΩK (A),M) −→ Diffpalt(A,M), f 7−→ f ◦ D(p)A/K
est A-line´aire, on de´duit que c’est un isomorphisme de A-modules. 
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3. Structure d’alge`bre de Jacobi
(3.1) On dit qu’une alge`bre commutative unitaire A sur un corps commutatif K de caracte´ristique nulle est une
alge`bre de Jacobi si A est munie d’une structure de K -alge`bre de Lie, de crochet { , }, telle que, pour tout a ∈ A, la
de´rivation inte´rieure
ad(a) : A −→ A, b 7−→ {a, b}
soit un ope´rateur diffe´rentiel.
On dit que {a, b} est le crochet de Jacobi des e´le´ments a et b de A. Une alge`bre de Jacobi A est une alge`bre de
Poisson si l’e´le´ment-unite´ 1A de A appartient au centre de l’alge`bre de Lie (A, { , }).
Quand A est une alge`bre de Jacobi, l’application d = ad(−1A) : A −→ A est a` la fois une de´rivation de l’alge`bre
de Lie (A, { , }) et une de´rivation de l’alge`bre commutative A : elle est dite de´rivation canonique de l’alge`bre de
Jacobi A. Evidemment une alge`bre de Jacobi A est une alge`bre de Poisson si et seulement si la de´rivation canonique
d est nulle.
(3.2) On dira qu’une varie´te´ lisse V est une varie´te´ de Jacobi ou bien une varie´te´ de Poisson si l’alge`bre, C∞(V ),
des fonctions nume´riques de classe C∞ sur V est une alge`bre de Jacobi ou bien une alge`bre de Poisson [1,4].
En ge´ome´trie diffe´rentielle, une varie´te´ symplectique est une varie´te´ de Poisson tandis qu’une varie´te´ localement
conforme´ment symplectique est une varie´te´ de Jacobi [1,10,11].
3.1. La 1-forme de Jacobi et la 2-forme de Jacobi d’une alge`bre de Jacobi
On ve´rifie que l’application
ad : A −→ DiffK (A), a 7−→ ad(a)
est un ope´rateur diffe´rentiel. Compte tenu de la Proposition 3, il existe une application A-line´aire et une seule
a˜d : A ⊕ ΩK (A) −→ DiffK (A)
telle que a˜d ◦ DA/K = ad.
Si [A ⊕ ΩK (A)]∗ de´signe le dual du A-module A ⊕ ΩK (A), en conside´rant l’isomorphisme
σA : [A ⊕ ΩK (A)]∗ −→ DiffK (A), ψ 7−→ ψ ◦ DA/K ,
on a :
Proposition 5. L’application
ω : [A ⊕ ΩK (A)]× [A ⊕ ΩK (A)] −→ A
qui fait correspondre a` (x, y) la valeur
ω(x, y) = −[(σ−1A ◦ a˜d)(x)](y)
est une 2-forme alterne´e sur A ⊕ ΩK (A) telle que, pour tous a et b dans A,
{a, b} = −ω(DA/K (a), DA/K (b)).
La ve´rification de cette assertion ne pre´sente aucune difficulte´. La 2-forme ω est appele´e 2-forme de Jacobi de
l’alge`bre de Jacobi A et la 1-forme
i1Aω : A ⊕ ΩK (A) −→ A, x 7−→ ω(1A, x)
est appele´e 1-forme de Jacobi de l’alge`bre de Jacobi A.
Proposition 6. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, alors
(α) pour tout a ∈ A, l’application
ε(a) : A −→ A, b 7−→ −ω(DA/K (a), dA/K (b))
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est une de´rivation de l’alge`bre commutative A;
(β) l’application
ε : A −→ DerK (A), a 7−→ ε(a)
est a` la fois un homomorphisme de K -alge`bres de Lie et un ope´rateur diffe´rentiel;
(γ ) pour tous a et b dans A, on a
ω(dA/K (a), dA/K (b)) = −{a, b} − a · d(b)+ b · d(a)
ou` d est la de´rivation canonique de l’alge`bre de Jacobi A;
(δ) pour toute de´rivation
X : A −→ A,
a` la fois de l’alge`bre commutative A et de l’alge`bre de Lie (A, { , }), on a
θX [ω(x, y)] = ω(θX x, y)+ ω(x, θX y),
pour tous x et y dans A ⊕ ΩK (A).
Pour a ∈ A, la de´rivation ε(a) est dite de´rivation hamiltonnienne associe´e a` a et l’application ε : A −→ DerK (A)
est dite repre´sentation hamiltonnienne de l’alge`bre de Jacobi A.
On remarquera que pour tous a et b dans A,
[ε(a)] (b) = {a, b} + b · {1A, a} .
La proprie´te´ (β) de la proposition pre´ce´dente permet de de´duire que l’ensemble, ε(A), des de´rivations hamiltonniennes
est une K -sous-alge`bre de Lie de DerK (A). Lorsque A est l’alge`bre des fonctions nume´riques de classe C∞ sur une
varie´te´ lisse V , sous certaines conditions de re´gularite´, ε(A) de´finit un feuilletage.
3.2. Structure de K -alge`bre de Lie sur le A-module A
⊕
ΩK (A) lorsque A est une alge`bre de Jacobi
Soit A une alge`bre de Jacobi. Comme la repre´sentation hamiltonnienne canonique ε : A −→ DerK (A) est un
ope´rateur diffe´rentiel, on note
ε˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ DerK (A)
l’unique application A-line´aire telle que ε˜ ◦ DA/K = ε.
Proposition 7. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω alors, pour tout x ∈ A ⊕ ΩK (A) et pour tout
a ∈ A, on a
(α)
[˜ε(x)] (a) = −ω(x, dA/K (a))
(β)[
a˜d(x)
]
(a) = −ω(x, DA/K (a))
(γ )
a˜d(x) = ε˜(x)+ L[a˜d(x)](1A).
De´monstration. (α) Pour x = bDA/K (c) avec b et c dans A, on a[˜
ε(bDA/K (c))
]
(a) = [b · ε˜(DA/K (c))] (a) = [b · (˜ε ◦ (DA/K )(c))] (a)
= [b · (ε(c))] (a) = −b · ω(DA/K (c), dA/K (a))
= −ω(bDA/K (c), dA/K (a)) = −ω(x, dA/K (a)).
Comme l’image de DA/K engendre le A-module A ⊕ ΩK (A), on de´duit l’assertion (α).
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(β) Pour x = bDA/K (c) avec b et c dans A, on a[
a˜d(bDA/K (c))
]
(a) = [b · a˜d(DA/K (c))] (a) = [b · (a˜d ◦ (DA/K )(c))] (a)
= [b · (ad(c))] (a) = −b · ω(DA/K (c), DA/K (a))
= −ω(bDA/K (c), DA/K (a)) = −ω(x, DA/K (a)).
Comme l’image de DA/K engendre le A-module A ⊕ ΩK (A), on de´duit l’assertion (β).
(γ ) Ainsi pour tout x ∈ A ⊕ ΩK (A) et pour tout a ∈ A, on a[
a˜d(x)
]
(a) = −ω (x, DA/K (a)) = −ω (x, dA/K (a)+ aDA/K (1A))
= −ω (x, dA/K (a))− aω (x, DA/K (1A))
= [˜ε(x)] (a)+ L[a˜d(x)](1A)(a).
On de´duit que
a˜d(x) = ε˜(x)+ L[a˜d(x)](1A).
D’ou` l’assertion (γ ). 
Proposition 8. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω alors, pour tous x et y dans A⊕ ΩK (A), on a
i˜ε(x)y = −ω(x, y)− i˜dA(y) · ω(1A, x).
De´monstration. En posant y =∑i∈I :fini aiDA/K (bi ), on a
i˜ε(x)y =
∑
i∈I :fini
ai [˜ε(x)] (bi ) = −
∑
i∈I :fini
aiω(x, dA/K (bi ))
= −
∑
i∈I :fini
aiω(x, DA/K (bi ))+
∑
i∈I :fini
aibiω(x, 1A)
= −ω
(
x,
∑
i∈I :fini
aiDA/K (bi )
)
+
( ∑
i∈I :fini
aibi
)
ω(x, 1A)
= −ω(x, y)+ i˜dA(y) · ω(x, 1A)
= −ω(x, y)− i˜dA(y) · ω(1A, x).
D’ou` l’assertion. 
On va, dans ce qui suit, construire une structure de K -alge`bre de Lie sur le A-module A ⊕ ΩK (A) lorsque A est
une alge`bre de Jacobi.
The´ore`me 9. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, alors le crochet
[ , ] : [A ⊕ ΩK (A)]× [A ⊕ ΩK (A)] −→ A ⊕ ΩK (A),
[x, y] = DA/K [ω(x, y)]+
(
θ˜ε(x)y + ω(1A, x) · y
)
− (θ ε˜(y)x + ω(1A, y) · x)− i˜dA(x) · dA/K [ω(1A, y)]+ i˜dA(y) · dA/K [ω(1A, x)]
de´finit une structure de K -alge`bre de Lie sur A ⊕ ΩK (A). De plus, on a les proprie´te´s suivantes:
(α) Pour tous x et y dans A ⊕ ΩK (A) et pour tout a ∈ A, on a
[x, ay] = [˜ε(x)] (a) · y + a · [x, y] .
(β) Les applications
ε˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ DerK (A),
DA/K : A −→ A ⊕ ΩK (A),
a˜d : A ⊕ ΩK (A) −→ DiffK (A)
sont des homomorphismes de K -alge`bres de Lie.
E. Okassa / Journal of Pure and Applied Algebra 208 (2007) 1071–1089 1079
Le crochet [ , ] est manifestement K -biline´aire et alterne´e. Pour la de´monstration du the´ore`me, on va utiliser les
propositions suivantes:
Proposition 10. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω alors, pour tous a et b dans A, on a[
DA/K (a), DA/K (b)
] = DA/K {a, b} .
De´monstration. Compte tenu de la de´finition de l’application [ , ], on a[
DA/K (a), DA/K (b)
] = DA/K [ω(DA/K (a), DA/K (b))]
+ (θ ε˜(DA/K (a))DA/K (b)+ ω(1A, DA/K (a)) · DA/K (b))
− (θ ε˜(DA/K (b))DA/K (a)+ ω(1A, DA/K (b)) · DA/K (a))
− i˜dA(DA/K (a)) · dA/K
[
ω(1A, DA/K (b))
]
+ i˜dA(DA/K (b)) · dA/K
[
ω(1A, DA/K (a))
]
.
Ce qui donne[
DA/K (a), DA/K (b)
] = −DA/K {a, b} + DA/K ([ε(a)] (b))+ ω(1A, DA/K (a)) · DA/K (b)
− (DA/K ([ε(b)] (a))+ ω(1A, DA/K (b)) · DA/K (a))
− i˜dA(DA/K (a)) · dA/K
[
ω(1A, DA/K (b))
]
+ i˜dA(DA/K (b)) · dA/K
[
ω(1A, DA/K (a))
]
= − DA/K {a, b} + (DA/K ({a, b} + b · {1A, a}))
−{1A, a} · DA/K (b)−
(
DA/K ({b, a} + a · {1A, b})− {1A, b} · DA/K (a)
)
+ a · dA/K {1A, b} − b · dA/K {1A, a}
= − DA/K {a, b} + DA/K ({a, b})+ {1A, a} · DA/K (b)+ b · DA/K ({1A, a})
− b · {1A, a} − {1A, a} · DA/K (b)+ DA/K ({a, b})− {1A, b} · DA/K (a)
− a · DA/K ({1A, b})+ a · {1A, b} + {1A, b} · DA/K (a)+ a · dA/K {1A, b}
− b · dA/K {1A, a}
= b · DA/K ({1A, a})− b · {1A, a} + DA/K ({a, b})− a · DA/K ({1A, b})
+ a · {1A, b} + a · dA/K {1A, b} − b · dA/K {1A, a}
= b · dA/K ({1A, a})+ b · {1A, a} − b · {1A, a} + DA/K ({a, b})
− a · dA/K ({1A, b})− a · {1A, b} + a · {1A, b} + a · dA/K {1A, b}
− b · dA/K {1A, a}
= DA/K ({a, b}).
D’ou` l’assertion. 
Proposition 11. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω alors, pour tous x, y et z dans A⊕ΩK (A) et
pour tout a ∈ A, on a
[x, ay] = [˜ε(x)] (a) · y + a · [x, y] ,
[x, [y, z]]+ [y, [z, x]]+ [z, [x, y]] = 0.
De´monstration. On a
[x, ay] = DA/K [ω(x, ay)]+
(
θ˜ε(x)ay + ω(1A, x).ay
)
− (θ˜ε(ay)x + ω(1A, ay) · x)− i˜dA(x) · dA/K [ω(1A, ay)]+ i˜dA(ay) · dA/K [ω(1A, x)]
= DA/K [a · ω(x, y)]+
(
[˜ε(x)] (a) · y + aθ˜ε(x)y + a · ω(1A, x) · y
)
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− (a · θ˜ε(y)x + (i˜ε(y)x) · dA/K (a)+ a · ω(1A, y) · x)
− i˜dA(x) · dA/K [a · ω(1A, y)]+ a · i˜dA(y) ·
[
dA/Kω(1A, x)
]
.
Ce qui donne
[x, ay] = ω(x, y) · DA/K (a)+ a · DA/K [ω(x, y)]− a · ω(x, y)+ [˜ε(x)] (a) · y
+ aθ ε˜(x)y + a · ω(1A, x) · y − a · θ˜ε(y)x − (i˜ε(y)x) · dA/K (a)
− a · ω(1A, y) · x − a · i˜dA(x) · dA/K [ω(1A, y)]
− i˜dA(x) · ω(1A, y) · dA/K (a)+ a · i˜dA(y) ·
[
dA/Kω(1A, x)
]
.
Comme i˜ε(y)x = −ω(y, x)− i˜dA(x) · ω(1A, y) = ω(x, y)− i˜dA(x) · ω(1A, y), on a
[x, ay] = ω(x, y) · DA/K (a)+ a · DA/K [ω(x, y)]− a · ω(x, y)+ [˜ε(x)] (a) · y
+ aθ˜ε(x)y + a · ω(1A, x) · y − a · θ˜ε(y)x − (i˜ε(y)x) · dA/K (a)
− a · ω(1A, y) · x − a · i˜dA(x) · dA/K [ω(1A, y)]
− i˜dA(x) · ω(1A, y) · dA/K (a)+ a · i˜dA(y) · dA/K [ω(1A, x)]
= ω(x, y) · dA/K (a)+ a · ω(x, y)+ a · DA/K [ω(x, y)]− a · ω(x, y)
+ [˜ε(x)] (a) · y + aθ˜ε(x)y + a · ω(1A, x) · y − a · θ˜ε(y)x − (ω(x, y)
− i˜dA(x) · ω(1A, y)) · dA/K (a)− a · ω(1A, y) · x
− a · i˜dA(x) · dA/K [ω(1A, y)]
− i˜dA(x) · ω(1A, y) · dA/K (a)+ a · i˜dA(y) · dA/K [ω(1A, x)]
= [˜ε(x)] (a) · y + a · [x, y] .
Comme [x, ay] = [˜ε(x)] (a) · y + a · [x, y], on de´duit que[
aDA/K (b), a
′DA/K (b′)
] = [˜ε(aDA/K (b))] (a′) · DA/K (b′)
− [˜ε(a′DA/K (b′))] (a) · DA/K (b)+ aa′DA/K {b, b′}
pour tous a, a′, b et b′ dans A. On ve´rifie que, pour tous a, b, a′, b′, a′′ et b′′ dans A, on a[
aDA/K (b),
[
a′DA/K (b′), a′′DA/K (b′′)
]]+ [a′DA/K (b′), [a′′DA/K (b′′), aDA/K (b)]][
a′′DA/K (b′′),
[
aDA/K (b), a
′DA/K (b′)
]] = 0.
Le fait que DA/K (A) engendre le A-module A ⊕ ΩK (A) implique que
[x, [y, z]]+ [y, [z, x]]+ [z, [x, y]] = 0
pour tous x, y et z dans A ⊕ ΩK (A). 
Ce re´sultat peut eˆtre conside´re´ comme la version alge´brique du the´ore`me 1 de [5].
Lorsque A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, la structure de K -alge`bre de Lie sur A⊕ΩK (A) que
l’on conside´rera, par la suite, sera toujours celle de´finie ci-dessus.
Lorsque l’alge`bre de Jacobi A est une alge`bre de Poisson, la repre´sentation hamiltonnienne canonique ε : A −→
DerK (A) devient une de´rivation: ε˜ devient une application A-line´aire de ΩK (A) dans DerK (A).
3.3. Cohomologie d’une alge`bre de Jacobi
Soit A une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω et soit
Lalt(A ⊕ ΩK (A), A) =
⊕
p∈N
L
p
alt(A ⊕ ΩK (A), A)
ou` Lpalt(A ⊕ ΩK (A), A) est le A-module des p-formes multiline´aires alterne´es sur A ⊕ ΩK (A). On note
d˜ε : Lalt(A ⊕ ΩK (A), A) −→ Lalt(A ⊕ ΩK (A), A)
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et
da˜d : Lalt(A ⊕ ΩK (A), A) −→ Lalt(A ⊕ ΩK (A), A)
les diffe´rentielles de degre´ +1 et de carre´ nul associe´es aux repre´sentations
ε˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ DerK (A) et a˜d : A ⊕ ΩK (A) −→ DiffK (A)
de A ⊕ ΩK (A) dans A.
Soient f ∈ Lpalt(A ⊕ ΩK (A), A) et x1, x2, . . . , x p+1 dans A ⊕ ΩK (A); alors on a
d˜ε f (x1, x2, . . . , x p+1) =
p+1∑
i=1
(−1)i−1˜ε(xi )
[
f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)
]
+
∑
1≤i< j≤p+1
(−1)i+ j f ([xi , x j ] , x1, x2, . . . , xˆi , . . . , xˆ j , . . . , x p+1)
= −
p+1∑
i=1
(−1)i−1ω (xi , dA/K [ f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)])
+
∑
1≤i< j≤p+1
(−1)i+ j f ([xi , x j ] , x1, x2, . . . , xˆi , . . . , xˆ j , . . . , x p+1)
et, de meˆme,
da˜d f (x1, x2, . . . , x p+1) =
p+1∑
i=1
(−1)i−1a˜d(xi )
[
f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)
]
+
∑
1≤i< j≤p+1
(−1)i+ j f ([xi , x j ] , x1, x2, . . . , xˆi , . . . , xˆ j , . . . , x p+1)
= −
p+1∑
i=1
(−1)i−1ω (xi , DA/K [ f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)])
+
∑
1≤i< j≤p+1
(−1)i+ j f ([xi , x j ] , x1, x2, . . . , xˆi , . . . , xˆ j , . . . , x p+1) ,
le signeˆsignifiant que le terme en-dessous a e´te´ omis.
Pour tout f ∈ Lalt(A ⊕ ΩK (A), A), on ve´rifie que d˜ε f et da˜d f appartiennent a` Lalt(A ⊕ ΩK (A), A).
Proposition 12. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω alors, pour tout f ∈ Lalt(A⊕ΩK (A), A), on
a
da˜d f = d˜ε f +
[
(i1Aω)
]
Λ f.
De´monstration. Pour f ∈ Lpalt(A ⊕ ΩK (A), A), on a
da˜d f (x1, x2, . . . , x p+1) = −
p+1∑
i=1
(−1)i−1ω (xi , DA/K [ f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)])
+
∑
1≤i< j≤p+1
(−1)i+ j f ([xi , x j ] , x1, x2, . . . , xˆi , . . . , xˆ j , . . . , x p+1)
= −
p+1∑
i=1
(−1)i−1ω (xi , dA/K [ f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)])
−
p+1∑
i=1
(−1)i−1ω(xi , 1A).
[
f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)
]
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+
∑
1≤i< j≤p+1
(−1)i+ j f ([xi , x j ] , x1, x2, . . . , xˆi , . . . , xˆ j , . . . , x p+1)
= −
p+1∑
i=1
(−1)i−1ω (xi , dA/K [ f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)])
+
∑
1≤i< j≤p+1
(−1)i+ j f ([xi , x j ] , x1, x2, . . . , xˆi , . . . , xˆ j , . . . , x p+1)
+
p+1∑
i=1
(−1)i−1ω(1A, xi ) ·
[
f (x1, x2, . . . , xˆi , . . . , x p+1)
]
= d˜ε f (x1, x2, . . . , x p+1)+
[
(i1Aω)Λ f
]
(x1, x2, . . . , x p+1).
On conclut que da˜d f = d˜ε f +
[
(i1Aω)
]
Λ f . 
Proposition 13. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, alors
(α) la 1-forme i1Aω : A ⊕ ΩK (A) −→ A est d˜ε-ferme´e; et
(β) d˜εω = −(i1Aω)Λω.
De´monstration. Pour a et b dans A, on a :[
d˜ε(i1Aω)
]
(DA/K (a), DA/K (b)) =
[˜
ε(DA/K (a))
]
(i1Aω(DA/K (b)))−
[˜
ε(DA/K (b))
]
(i1Aω(DA/K (a)))
− i1Aω
[
DA/K (a), DA/K (b)
]
= −[ε(a)]({1A, b})+ [ε(b)] ({1A, a})+ {1A, {a, b}}
= −{a, {1A, b}} − {1A, b} · {1A, a} + {b, {1A, a}}
+ {1A, a} · {1A, b} + {1A, {a, b}}
= {a, {b, 1A}} + {b, {1A, a}} + {1A, {a, b}}
= 0.
Comme DA/K (A) engendre le A-module A ⊕ ΩK (A), on de´duit que
[
d˜ε(i1Aω)
] = 0. La 1-forme i1Aω est donc
d˜ε-ferme´e.
Pour a, b et c dans A, on a :[
d˜εω + (i1Aω)Λω
]
(DA/K (a), DA/K (b), DA/K (c))
= [d˜εω] (DA/K (a), DA/K (b), DA/K (c))+
[
(i1Aω)Λω
]
(DA/K (a), DA/K (b), DA/K (c))
= [˜ε(DA/K (a))] (ω(DA/K (b), DA/K (c)))− [˜ε(DA/K (b))] (ω(DA/K (a), DA/K (c)))
+ [˜ε(DA/K (c))] (ω(DA/K (a), DA/K (b)))− ω([DA/K (a), DA/K (b)] , DA/K (c))
+ω([DA/K (a), DA/K (c)] , DA/K (b))− ω([DA/K (b), DA/K (c)] , DA/K (a))
+ (i1Aω)(DA/K (a)) · ω(DA/K (b), DA/K (c))− (i1Aω)(DA/K (b)) · ω(DA/K (a), DA/K (c))
+ (i1Aω)(DA/K (c)) · ω(DA/K (a), DA/K (b))
= −[ε(a)]({b, c})+ [ε(b)] ({a, c})− [ε(c)] ({a, b})+ {{a, b} , c}
− {{a, c} , b} + {{b, c} , a} + {1A, a} · {b, c} − {1A, b} · {a, c} + {1A, c} · {a, b} .
Ce qui donne[
d˜εω + (i1Aω)Λω
]
(DA/K (a), DA/K (b), DA/K (c))
= −{a, {b, c}} − {b, c} · {1A, a} + {b, {a, c}}
+ {a, c} · {1A, b} − {c, {a, b}} − {a, b} · {1A, c}
+ {{a, b} , c} − {{a, c} , b} + {{b, c} , a}
+ {1A, a} · {b, c} − {1A, b} · {a, c} + {1A, c} · {a, b}
= −2({a, {b, c}} + {b, {c, a}} + {c, {a, b}})
= 0.
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Comme DA/K (A) engendre le A-module A ⊕ ΩK (A), on de´duit que[
d˜εω + (i1Aω)Λω
] = 0.
On conclut que d˜εω = −(i1Aω)Λω. 
En ge´ome´trie diffe´rentielle, les varie´te´s de Jacobi ge´ne´ralisent les varie´te´s localement conforme´ment
symplectiques. La dernie`re proposition montre que la notion d’alge`bre de Jacobi fournit une version alge´brique de
ge´ne´ralisation des varie´te´s localement conforme´ment symplectiques qui, en ge´ome´trie diffe´rentielle, correspond a` la
notion de varie´te´ de Jacobi.
Lorsque Lalt(DerK (A), A) = ⊕p∈N Lpalt(DerK (A), A) ou` Lpalt(DerK (A), A) est le A-module des p-formes
multiline´aires alterne´es sur DerK (A), lorsque
idDerK (A) : DerK (A) −→ DerK (A)
est la repre´sentation canonique de DerK (A) dans A, et lorsque
dRh : Lalt(DerK (A), A) −→ Lalt(DerK (A), A)
est la diffe´rentielle de de Rham, diffe´rentielle de degre´ + 1 et de carre´ nul associe´e a` la repre´sentation idDerK (A) :
DerK (A) −→ DerK (A), on a:
Corollaire 14. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω et si la restriction de ω a` ΩK (A)× ΩK (A) est
non de´ge´ne´re´e, alors il existe une 2-forme alterne´e non de´ge´ne´re´e
η : DerK (A)× DerK (A) −→ A
et une 1-forme dRh-ferme´e α : DerK (A) −→ A telles que dRhη = −αΛη.
De´monstration. On ve´rifie que la restriction de ω a`ΩK (A)×ΩK (A) est non de´ge´ne´re´e si et seulement si la restriction
a` ΩK (A) de l’application
ε˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ DerK (A)
est un isomorphisme de A-modules. On ve´rifie l’assertion en posant
α = (i1Aω) ◦ [ ε˜/ΩK (A)]−1 , η = ω0 ◦ [ ε˜/ΩK (A)]−1 × [ ε˜/ΩK (A)]−1
ou` ω0 est la restriction de ω a` ΩK (A)× ΩK (A). 
En ge´ome´trie diffe´rentielle, ce corollaire est une condition suffisante pour qu’une varie´te´ de Jacobi soit une varie´te´
localement conforme´ment symplectique.
Proposition 15. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, alors
(α) la 1-forme i1Aω : A ⊕ ΩK (A) −→ A est da˜d-exacte; et
(β) da˜dω = 0.
De´monstration. On a: i1Aω = da˜d(1A). Comme d˜εω = −(i1Aω)Λω et comme da˜dω = d˜εω + (i1Aω)Λω, on de´duit
que da˜dω = 0. 
Soit
Lalt(DiffK (A), A) =
⊕
p∈N
L
p
alt(DiffK (A), A)
ou` Lpalt(DiffK (A), A) est le A-module des p-formes multiline´aires alterne´es sur DiffK (A), soit
idDiffK (A) : DiffK (A) −→ DiffK (A)
la repre´sentation canonique de DiffK (A) dans A, et soit
∂ : Lalt(DiffK (A), A) −→ Lalt(DiffK (A), A)
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la diffe´rentielle de degre´ +1 et de carre´ nul associe´e a` la repre´sentation
idDiffK (A) : DiffK (A) −→ DiffK (A);
alors on a:
Corollaire 16. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω et si la 2-forme de Jacobi
ω : [A ⊕ ΩK (A)]× [A ⊕ ΩK (A)] −→ A
est non de´ge´ne´re´e, alors il existe une 2-forme alterne´e non de´ge´ne´re´e
η : DiffK (A)× DiffK (A) −→ A
telle que ∂η = 0.
De´monstration. On ve´rifie que la 2-forme ω est non de´ge´ne´re´e si et seulement si a˜d : A⊕ΩK (A) −→ DiffK (A) est
un isomorphisme de A-modules. On ve´rifie l’assertion en posant η = ω ◦ ([a˜d]−1 × [a˜d]−1). 
Lorsque A est une alge`bre de Jacobi, le complexe diffe´rentiel(
Lalt([A ⊕ ΩK (A)] , A), da˜d
)
est appele´ complexe de Jacobi de l’alge`bre de Jacobi A et la cohomologie, Ha˜d [A ⊕ ΩK (A), A], de la K -alge`bre de
Lie A ⊕ ΩK (A) a` valeurs dans la repre´sentation a˜d est dite cohomologie de l’alge`bre de Jacobi A.
On remarquera que pour un entier p ≥ 1, si δ est la diffe´rentielle du complexe diffe´rentiel de l’alge`bre de Lie
(A, { , }) a` valeurs dans la repre´sentation adjointe et si f ∈ Lpalt([A ⊕ ΩK (A)] , A), alors
δ
[
f ◦ D(p)A/K
]
= [da˜d f ] ◦ D(p+1)A/K .
The´ore`me 17. Si A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, alors
(α) H0
a˜d
[A ⊕ ΩK (A), A] est le centre de l’alge`bre de Lie (A, { , }).
(β) Le K-espace H1
a˜d
[A ⊕ ΩK (A), A] s’identifie canoniquement au quotient de l’intersection du K -espace des
ope´rateurs diffe´rentiels de l’alge`bre commutative A avec le K -espace des de´rivations de l’alge`bre de Lie (A, { , })
par le K -espace des de´rivations inte´rieures de l’alge`bre de Lie (A, { , }).
(γ ) La da˜d-exactitude de ω e´quivaut a` l’existence d’un ope´rateur diffe´rentiel σ : A −→ A tel que, pour tous a et
b dans A,
σ {a, b} = {σ(a), b} + {a, σ (b)} + {a, b} ,
i.e. l’application (a, b) 7−→ {a, b} de A × A dans A est un 2-cobord pour la cohomologie de Chevalley de l’alge`bre
de Lie (A, { , }).
(δ) En ge´ne´ral, pour un entier p ≥ 1, si Z p(A, { , }) est le K -espace des p-cocycles de l’alge`bre de Lie (A, { , })
pour la cohomologie de Chevalley et si δ[Diffp−1alt (A, A)] est le K -sous-espace des p-cobords constitue´ de l’image de
Diffp−1alt (A, A) par δ, alors le K -espace H
p
a˜d
[A ⊕ ΩK (A), A] s’identifie canoniquement au K -espace quotient[
Diffpalt(A, A) ∩ Z p(A), { , }
]
/
[
Diffpalt(A, A) ∩ δ[Diffp−1alt (A, A)]
]
.
De´monstration. Pour e´tablir la dernie`re assertion, soient Z p [A ⊕ ΩK (A)] respectivement B p [A ⊕ ΩK (A)] le K -
espace des p-cocycles respectivement le K -espace des p-cobords pour la cohomologie de Jacobi. L’isomorphisme
τp : Lpalt([A ⊕ ΩK (A)] , A) −→ Diffpalt(A, A), τp : f 7−→ f ◦ D(p)A/K
est tel que
τp
(
Z p [A ⊕ ΩK (A)]
) = [Diffpalt(A, A) ∩ Z p(A), { , }]
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et
τp
(
B p [A ⊕ ΩK (A)]
) = [Diffpalt(A, A) ∩ δ[Diffp−1alt (A, A)]] .
Ce qui induit un isomorphisme du K -espace H p
a˜d
[A ⊕ ΩK (A), A] sur le K -espace[
Diffpalt(A, A) ∩ Z p(A), { , }
]
/Diffpalt(A, A) ∩ δ[Diffp−1alt (A, A)].
D’ou` le the´ore`me. 
4. Alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique
Dans toute la suite A de´signe toujours une alge`bre commutative unitaire sur un corps commutatif K de
caracte´ristique nulle et d’e´le´ment-unite´ 1A,G de´signe un A-module muni d’une structure de K -alge`bre de Lie, et
Lalt(G, A) =
⊕
p∈N
L
p
alt(G, A)
ou` Lpalt(G, A) est le A-module des p-formes multiline´aires alterne´es sur G. Pour g ∈ Lalt(G, A), soit
mg : Lalt(G, A) −→ Lalt(G, A), f 7−→ gΛ f
le produit par g dans Lalt(G, A).
On dira qu’un couple (E, ∂) est une alge`bre diffe´rentielle si E est une alge`bre commutative unitaire gradue´e
(d’e´le´ment-unite´ 1E ) sur un corps commutatif K de caracte´ristique ze´ro, si ∂ : E −→ E est une application K -
line´aire de degre´ + 1 de carre´ nul et si, pour tous x et y dans E ,
∂(xy) = ∂(x) · y + (−1)|x |x · ∂(y)− (−1)|xy|x · y · ∂(1E )
ou` |x | est le degre´ de x . Les alge`bres diffe´rentielles habituelles correspondent au cas ou` ∂(1E ) = 0.
4.1. Alge`bre de Lie–Rinehart
Une structure d’alge`bre de Lie–Rinehart sur G est la donne´e d’un morphisme de A-modules et de K -alge`bres de
Lie
ρ : G −→ DiffK (A)
telle que, pour tous x et y dans G et pour tout a ∈ A,
[x, ay] = [ρ(x)(a)− a · ρ(x)(1A)] · y + a · [x, y] .
On dira que (G, ρ) est une alge`bre de Lie–Rinehart. On note
dρ : Lalt(G, A) −→ Lalt(G, A)
la diffe´rentielle de degre´ +1 et de carre´ nul associe´e a` la repre´sentation ρ. On ve´rifie que dρ f ∈ Lalt(G, A) pour tout
f ∈ Lalt(G, A).
La 1-forme
dρ1A : G −→ A, x 7−→ ρ(x)(1A)
est la 1-forme canonique de l’alge`bre de Lie–Rinehart (G, ρ). La repre´sentation
ρ : G −→ DerK (A), x 7−→ ρ(x)− Lρ(x)(1A)
est dite repre´sentation de G dans A de´duite de ρ. On note dρ la diffe´rentielle associe´e a` la repre´sentation ρ.
Proposition 18. Si (G, ρ) est une alge`bre de Lie–Rinehart et si f et g sont dans Lalt(G, A), alors on a:
(α) dρ = dρ + mdρ1A , i.e. dρ f = dρ f +
[
dρ1A
]
Λ f . En particulier dρ
[
dρ1A
] = 0.
(β) dρ( f Λg) = (dρ f )Λg + (−1)| f | f Λ(dρg)− (−1)| fΛg| f ΛgΛ(dρ1A).
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En ge´ome´trie diffe´rentielle, dρ est la ge´ne´ralisation de la diffe´rentielle de de Rham et dρ est la ge´ne´ralisation de la
diffe´rentielle de Lichnerowicz de 1-forme dρ1A. Le couple (Lalt(G, A), dρ) est une alge`bre diffe´rentielle.
Pour x ∈ G, l’application contraction
ix : Lalt(G, A) −→ Lalt(G, A)
qui fait correspondre a` f ∈ Lpalt(G, A) la valeur ix f donne´e par
(ix f )(x1, x2, . . . , x p−1) = f (x, x1, x2, . . . , x p−1),
quels que soient x1, x2, . . . , x p−1 dans G, est une de´rivation de degre´ −1 [3]; de meˆme, quel que soit x dans G,
l’application
θx : Lalt(G, A) −→ Lalt(G, A)
de´finie par
θx = ix ◦ dρ + dρ ◦ ix − mρ(x)(1A)
est une de´rivation de degre´ ze´ro.
On ve´rifie que, pour x et y dans G, on a
θx ◦ iy − iy ◦ θx = i[x,y].
4.2. Alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi
Une structure d’alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi sur une alge`bre de Lie-Rinehart (G, ρ) sera la donne´e d’une 2-
forme alterne´e
η : G × G −→ A
telle que dρη = 0.
On dira que (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi. Lorsque la 1-forme canonique dρ1A est nulle, on
dira que (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Poisson. On de´duit de la Proposition 18 que
dρη = −(dρ1A)Λη.
Lorsque V est une varie´te´ lisse, en notant X(V ) le C∞(V )-module des champs de vecteurs sur V , on a :
Exemple 19. (α) Lorsque A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, compte tenu de la Proposition 15, on
de´duit que (A ⊕ ΩK (A), a˜d, ω) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi. Si l’alge`bre de Jacobi A est une alge`bre de
Poisson, alors (ΩK (A), ε˜, ω) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Poisson.
(β) Lorsque (V, η) est une varie´te´ symplectique de 2-forme η et si
i :X(V ) −→ DiffR(C∞(V ))
est l’injection canonique, alors (X(V ), i, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Poisson.
(γ ) Lorsque (V, α, η) est une varie´te´ localement conforme´ment symplectique de 1-forme α et de 2-forme η,
l’application
ρ : X(V ) −→ DiffR(C∞(V )), X 7−→ X + Lα(X)
munit le triplet (X(V ), ρ, η) d’une structure d’alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi.
4.2.1. Morphisme d’alge`bres de Lie–Rinehart–Jacobi
Un morphisme d’une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi (G, ρ, η) dans une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi
(G′, ρ′, η′) sera un morphisme de A-modules et de K -alge`bres de Lie ϕ : G −→ G′ tel que
ρ′ ◦ ϕ = ρ et ϕ∗η′ = η, i.e. η′ ◦ (ϕ × ϕ) = η.
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4.3. Alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique
On dira qu’une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique si
la 2-forme canonique
η : G × G −→ A
est non de´ge´ne´re´e.
Exemple 20. Le module des champs de vecteurs sur une varie´te´ symplectique est une alge`bre de
Lie–Rinehart–Poisson symplectique tandis que le module des champs de vecteurs sur une varie´te´ localement
conforme´ment symplectique est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique.
On a vu que, lorsque A est une alge`bre de Jacobi de 2-forme de Jacobi ω, le triplet
(A ⊕ ΩK (A), a˜d, ω)
est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi. On va montrer, par la suite, que la donne´e d’une alge`bre de
Lie–Rinehart–Jacobi symplectique permet de construire une structure d’alge`bre de Jacobi sur A.
Pour a ∈ A, lorsque (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique, on note xa l’unique e´le´ment
de G tel que
ixaη = dρa.
The´ore`me 21. Si (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique, alors :
(1) A est une alge`bre de Jacobi de crochet
{a, b} = −η(xa, xb);
(2) l’application
ϕ : A −→ G, a 7−→ xa
est a` la fois un morphisme de K -alge`bres de Lie et un ope´rateur diffe´rentiel;
(3) l’unique application A-line´aire
ϕ˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ G
telle que ϕ˜ ◦ DA/K = ϕ est un morphisme de l’alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi (A ⊕ ΩK (A), a˜d, ω), ou`
ω = η ◦ (ϕ˜ × ϕ˜), dans l’alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi (G, ρ, η).
Pour la de´monstration, on va utiliser les propositions suivantes :
Proposition 22. Soit (G, ρ, η) une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique, soient a et b dans A, soit {a, b} =
−η(xa, xb), et soit λ ∈ K. Alors
{a, b} = [ρ(xa)] (b),
xa + xb = xa+b,
λxa = xλa,
xab = a · xb + b · xa − ab · x1A .
De´monstration. On e´crit
{a, b} = −η(xa, xb) = η(xb, xa) = (ixbη)(xa) = (dρb)(xa) = [ρ(xa)] (b).
On ve´rifie sans difficulte´ les autres assertions. 
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Proposition 23. Si (G, ρ, η) est une alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi symplectique, pour a, b et c dans A, on a
[xa, xb] = x{a,b},
{a, {b, c}} + {b, {c, a}} + {c, {a, b}} = 0.
De´monstration. (1) Comme θxa ◦ ixb − ixb ◦ θxa = i[xa ,xb], on obtient :
i[xa ,xb]η = θxa (ixbη)− ixb (θxaη) = θxa (dρb)− ixb (θxaη)
= ixa
[
dρ
]
(dρb)+ dρ
[
ixa (dρb)
]− ρ(xa)(1A).dρb
−ixb
[
ixa (dρη)+ dρ(ixaη)− ρ(xa)(1A) · η
]
.
Comme dρη = 0, dρ(ixaη) = dρ(dρa) = d2ρa = 0, ixa
[
dρ
]
(dρb) = ixa
[
d2ρb
] = 0 et ixb [ρ(xa)(1A).η] =
ρ(xa)(1A) · dρb, on a
i[xa ,xb]η = dρ
[
ixa (dρb)
] = dρ [(dρb)(xa)] = dρ [[ρ(xa)] (b)] = dρ({a, b})
= ix{a,b}η.
On de´duit que [xa, xb] = x{a,b}.
(2) Comme dρη = 0, pour a, b et c dans A, on a
0 = (dρη)(xa, xb, xc) = [ρ(xa)] (η(xb, xc))− [ρ(xb)] (η(xa, xc))+ [ρ(xc)] (η(xa, xb))
−η([xa, xb] , xc)+ η([xa, xc] , xb)− η([xb, xc] , xa)
= −[ρ(xa)]({b, c})+ [ρ(xb)] ({a, c})− [ρ(xc)] ({a, b})
−η(x{a,b}, xc)+ η(x{a,c}, xb)− η(x{b,c}, xa)
= −{a, {b, c}} + {b, {a, c}} − {c, {a, b}} + {{a, b} , c} − {{a, c} , b} + {{b, c} , a}
= −{a, {b, c}} − {b, {c, a}} − {c, {a, b}} − {c, {a, b}} − {b, {c, a}} − {a, {b, c}}
= −2 [{a, {b, c}} + {b, {c, a}} + {c, {a, b}}] .
Comme K est de caracte´ristique diffe´rente de 2, on de´duit que
{a, {b, c}} + {b, {c, a}} + {c, {a, b}} = 0.
Ceci ache`ve la de´monstration. 
Les deux propositions pre´ce´dentes montrent que A est une alge`bre de Jacobi, que pour tout a ∈ A ad(a) = ρ(xa),
et que l’application
ϕ : A −→ G, a 7−→ xa
est a` la fois un morphisme de K -alge`bres de Lie et un ope´rateur diffe´rentiel.
Proposition 24. L’unique application A-line´aire
ϕ˜ : A ⊕ ΩK (A) −→ G
telle que ϕ˜◦DA/K = ϕ est un morphisme de l’ alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi (A⊕ΩK (A), a˜d, ω) ou` ω = η◦(ϕ˜×ϕ˜)
dans l’alge`bre de Lie–Rinehart–Jacobi (G, ρ, η).
De´monstration. On ve´rifie que ω = η ◦ (ϕ˜ × ϕ˜) est la 2-forme de Jacobi de l’alge`bre de Jacobi A. Comme
ϕ˜ ◦ DA/K = ϕ, on a:
ρ ◦ (ϕ˜ ◦ DA/K ) = (ρ ◦ ϕ˜) ◦ (DA/K ) = ρ ◦ ϕ
puisque, pour a ∈ A,
(ρ ◦ ϕ)(a) = ρ(xa) = ad(a).
Compte tenu de la Proposition 3, on conclut que ρ ◦ ϕ˜ = a˜d. On ve´rifie que ϕ˜ est un homomorphisme de K -alge`bres
de Lie. 
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